26

6. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die folgenden Beispiele zeigen, dass sich die Wahrscheinlichkeiten eines Zufallsexperiments
dndern konnen, wenn die Bedingungen wechseln.

Beispiele:

Ziehen ohne Zuriicklegen.

Da die Kugeln nach dem Ziehen nicht zuriickgelegt werden, veridndern sich die
Wahrscheinlichkeiten bei jedem Zug.

Alarmanlage

Tritt bei einer Sicherungsanlage ein Alarm auf, so vergrossert sich die Einbruchswahr-
scheinlichkeit.

Farbenblindheit

Die Wahrscheinlichkeit farbenblind zu sein vergrossert sich, sobald bekannt ist, dass die
Testperson ménnlich ist.

Die beiden folgenden Beispiele finden sich am Ende des Abschnitts:

Das Ziegenproblem

Landesweiter Aidstest?
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Vorsorgeuntersuchungen

Die folgende Aufgabe geht der Frage nach, was es bedeutet, wenn eine Person einen
»positiven*“ Befund erhilt: Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person wirklich
krank ist?

Wir nehmen an, dass 0.1% der Bevolkerung eines Landes an einer bestimmten Krankheit K
TB; HIV, Corona, ...) leidet (Privalenz 0.1%). Das Testverfahren zum Nachweis der
Infektion soll eine hohe Sicherheit haben d.h. bei 99.9% der tatséchlich Infizierten erfolgt eine
positive Testreaktion (Sensitivitidt 99.9%). Irrtiimlich wird aber bei 0.3% der nicht-infizierten
Testpersonen eine Infektion angezeigt (sogenannte Spezifitit: 99.7%). Eine zufillig
ausgewihlte Person zeigt eine positive Testreaktion, d.h. wird als infiziert eingestuft. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist die Person wirklich HIV-infiziert?

K: Testperson ist krank

K: Testperson ist nicht krank

+: Testperson wird als krank
eingestuft

—: Testperson wird als nicht
krank eingestuft

Gemass den Pfadregeln gilt dann fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Test positiv ausfillt,
d.h. dass die Testperson als krank eingestuft wird:

p(+) = 0.001-0.999 + 0.999-0.003 ~0.4%

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer kranken Person der Test positiv ausfillt gilt:

p(Kn+) = 0.0010.999 ~ 0.1%
Der Anteil der Kranken innerhalb der Testpositiven wird mit p(K/+) bezeichnet:

p(KN+)

(K 1+)= =0.25

Obwohl also der Test recht zuverlissig ist, sind doch nur rund 25% der Personen mit
positivem Befund wirklich krank.
Die im Beispiel gewihlten Zahlen sind zwar fiktiv, aber das Fazit ist richtig. Dies wird im

folgenden Artikel am Ende des Kapitels erldutert:
NZZ-Folio (April 99): Landesweiter Aidstest?
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Wiirde der Test an 1 Million zufillig ausgewihlten Personen durchgefiihrt, dann wiren
folgende Zahlen zu erwarten.

Test positiv negativ Total

Infektion liegt vor 999 , 1 1¢000
Infektion liegt nicht vor 2997 996003 999000
gesamt 3996 996004 1¢000¢000

Von den insgesamt 999000 Nichtinfizierten werden 99,7% also 0.997-999°000 = 996003
als negativ eingestuft. Mit den fett gedruckten Zahlen ergeben sich die iibrigen aus den
Randsummen.

In dieser sogenannten Vierfeldertafel ist zu erkennen, dass 999 von insgesamt 3996, also nur
etwa 25% der als positiv getesteten Personen auch tatsdchlich krank sind.

Die in der Vierfeldertafel dargestellten Ergebnisse konnen nun im sogenannten umgekehrten
Baumdiagramm dargestellt werden.

1. Stufe Test positiv /negativ
2. Stufe Infektion liegt vor
ja/nein

Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine als krank eingestufte

Person tatsdchlich krank ist, 0250
betrigt

0.999'999 0.000'001

) 999

wie schon bekannt —— also
3996

ungefihr 25%. K i i K
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Allgemein gilt die folgende

Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

p(B/A) = % p(A) %0,

wobei A, B Ereignisse des Stichprobenraum S sind.

p(B/A) ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
von B unter der Voraussetzung, dass A schon
eingetreten ist. Diese Wahrscheinlichkeit kann
geometrisch als Flichenanteil von

A M B innerhalb A interpretiert werden.
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Als Folgerung aus dieser Definition ergibt sich die bereits erwihnte Multiplikationspfadregel:

Multiplikationspfadregel
p(AnB) = p(A)p(B/A)

Gilt speziell:
p(AnB) = p(A4)p(B)

dann heissen die Ereignisse A und B voneinander unabhéngig.

In diesem Fall gilt:
r(B/A) = p(B)

d.h. das Eintreten von A veriandert die Wahrscheinlichkeit fiir B nicht.
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Beispiel: Die meisten Alarme sind Fehlalarme
In einem Geschift ist eine Alarmanlage eingerichtet. Wir betrachten folgende Ereignisse:
E: ein Einbruch findet statt A: die Alarmanlage geht los

p(A/E) = 0.99 Findet ein Einbruch statt, so gibt die Anlage Alarm mit der
Wahrscheinlichkeit 0.99

p(A/E) = 0.005 Obschon in einer bestimmten Nacht kein Einbruch stattfindet, so
gibt die Anlage Alarm mit der Wahrscheinlichkeit 0.005
(Fehlalarm).

p(E) = 0.001 Wabhrscheinlichkeit 0.001, dass in einer bestimmten Nacht ein

Einbruch stattfindet.

Die Anlage hat gerade Alarm gegeben. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass gerade ein
Einbruch im Gang ist?

_p(ENA)

p(E/A) =
p(A)

p(ENA)=0.001-0.99~0.00099

p(A)=0.001-0.99+0.999-0.005=0.11059

p(E/A)=——2 _ _168%
990+5-999

Im Schnitt sind also von 6 Alarmen 5 Fehlalarme.

Ubungsaufgabe:

In einer Tierpopulation sind 45% minnliche und 55% weibliche Tiere. Einige Tiere tragen
das Merkmal A. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufilliges Tier das Merkmal A betréagt
ist 40%. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mannchen das Merkmal A nicht tragt ist 30%.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit p, dass ein Weichen das Merkmal a tragt?

Losung:
Anteil des Merkmals A:
0.4 = 0.45 - 0.7 + 0.55 - p und daraus p = == ~ 15.4%
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Das Ziegenproblem:

Dem Kandidaten einer amerikanischen Fernsehshow stehen 3 Tiiren zur Auswahl. Hinter 2
Tiiren befindet sich eine Ziege und hinter einer ein Auto. Hat der Kandidat die Wahl einer Tiir

getroffen, so o0ffnet der Quizmaster eine der beiden andern Tiiren, eine mit einer Ziege. Der

Kandidat kann auf Grund dieser zusitzlichen Information die Tir noch wechseln oder bei

seiner Wahl bleiben. Soll der Kandidat wechseln oder nicht?

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass sich das Auto hinter der linken

Tiire befindet.

e Wihlt der Kandidat die mittlere Tiire, so 6ffnet der Showmaster die rechte. Bei einem
Wechsel gewinnt der Kandidat das Auto.
e Wihlt der Kandidat die rechte Tiire, so 6ffnet der Showmaster die mittlere. Bei einem
Wechsel gewinnt der Kandidat ebenfalls das Auto.

o Wihlt der Kandidat die linke Tiire, so 6ffnet der Showmaster eine der beiden andern Tiiren.
Bei einem Wechsel verliert der Kandidat.

Fazit:

Bei Spielbeginn sind die Gewinnchancen des Kandidaten !/3. Falls er die Tiire wechselt kann

er die Gewinnchance auf 2/3 erhohen.

Auszug aus Spiegel 34/91

AUTO ODER ZIEGE?

Maogliche Varianten beim ,Drei-Tiiren-Problem*

[ Kandidat bleibt bei seiner Wah! |

=

[ Kandidat éndert seine Entscheidung |

of

of

1. Wahl des
Kandidaten

Anderung

L

1. Wahl des
Kandidaten

of

Vom Quiz-

master ge-
offnete Tar

1. Wahl des
Kandidaten
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Diese Streitfrage beschiiftigt und ent-
zweit seit Monaten die amerikanische
Nation. Sie wurde in den Unterstinden
der US-Soldaten am Golf wie auf den
Fiuren des Geheimdienstes CIA, aber
auch in den amerikanischen Eliteuniver-
sititen mit Leidenschaft diskutiert: auch
deutsche Professoren ereifern sich mitt-
lerweile in der Hamburger Zeit iiber Ti-
ren, Autos und Ziegen.

Der Zwist um die drei Tiiren wurde
im September letzten Jahres angesto-
Ben, als sich Marilyn vos Savant, 44,
Verfasserin der Kolumne ,Frag Mari-
lyn* in der amerikanischen Illustrierten

Parade, fiir die Wendevariante aus-
sprach: Wechseln des Tir-Tips, erklirte
sie, hilft.

Parade erreicht als Beilage von US-
Sonntagszeitungen 70 Millionen ameri-
kanische Zeitungsleser. Und Marilyn
vos Savant ist nicht irgendeine Briefka-
stentante oder Klatschkolumnistin: Sie
gilt mit ihrem Intelligenzquotienten von
228 Punkten, dem hochsten weltweit je
ermittelten, als absolutes Superhirn.

Etwa 10 000 Zuschriften, schatzt Ko-
lumnistin Marilyn, die mit dem Chirur-
gen und Kunstherzerfinder Robert Jar-
vik verheiratet ist, hat sie auf ihre
Parade-Kolumne erhalten. Weitaus die
meisten Briefeschreiber widersprachen.
Zu den heftigsten Kritikern zihlten Ma-
thematiker und Wissenschaftler, fiir ei-
nige von ihnen war Kolumnistin Marilyn
Lselbst die Ziege®,
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LbissEn LHLLE

Landesweiter Aids-Test?

. . So seien erwa alle Frauen
regelmissig auf Brustkrebs z. anter-
suchen, oder alle sexuel] aktivan Leate
soliten sich einem Aids-Test unrterzie-
hen. Abgesehen von den horrenden
Kosten spricht aber auch eine scatisti-

OPTEN SO r o nde

Verlangt man beispielswei n ei-
nem Alds-Test eine von
99,8 Prozent, bedeuter dies, dass der
Test unter 1000 HIV-Infizierren 998
als solche erkennt. Und die
eines Tesrs sagr, wieviel gesundz Men-
schen er als gesund ausweist. Weist ein
Aids-Test eine Spezifitir von 9,2 Pro-
zent auf, ergeben sich bei 1000 HIV-
freien Untersuchten 992 richrige Re-
sultare. Obwoh! die Fehlerquore die-
ses Tests im Promille-Bereich liegt,
wiirde ~eine breit angelegte Unter-
suchung zu einem Debakel fithren.

In der Schweiz zihlen etwa 4 Mil-
lionen zur Gruppe der sexuell Akri-
ven. Man schirzr, dass 0,4 Prozent
von ihnen mir Aids-Viren angesteckt
sind. Landesweir muss man also von
16 000 Infizierten ausgehen, die eine
vorsorgliche Untersuchung ausfindig
machen miisste. Bei einem Test mic
der genannten Sensitivitiit und Spezifi-
tir kime folgendes heraus: Von den
16 000 Virustrigern wiirden 15 968
als positiv erkannt und 32 verfehlr,
Fiir die Gruppe der 3 984 000 Nicht-
trdger gibe es 3 952128 korrekee
Negativresultate, aber 31872 Perso-
nen erhielten vorerst den falschen,
hdchst unangenehmen Befund «HIV-
positiva, Die insgesame 47 840 Perso-
nen mit positivem Testergebnis miiss-
ren nun noch weirtere, aufwendige
Tests iiber sich ergehen lassen, bis die
33 Prozent ratsichlich Infizierren un-
ter ihnen gefunden wiren.

Deshalb sind landesweite Unter-
suchungen bei medizinischen Proble-
men, die nur einen kleinen Teil der
Bevdlkerung berreifen, aus sraristi-
scher Sichr ganz allgemein wenig sinn-
voll. Mic der bescehenden Praxis,
einen Test nur den Angehdrigen einer
Risikogruppe zu empfehlen, fihrr man

eindeurig besser. //1/“;)/

05_Bedingte_ WS 25.07.2021/ul

32



