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11. Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung

Die Berechnung der Binomialverteilung ist wegen Bieomialkoeffizienten nicht
unproblematisch. Man kann sie deshalb in gewisédleri-durch N&herungsverteilungen z. B.
die Normalverteilung approximieren. Dies ist eirdge des Zentralen Grenzwertsatzes.

Die Idee wird am folgenden Beispiel erlautert.

Eine Laplacemiinze wird zwanzigmal geworfen. Die Y¥aheinlichkeit in n = 20 Wirfen
genau x-mal Kopf zu werfen ist:

P,o(X) = -
20(X) ( < ] Eé 2)
Die Tabelle der Binomialverteilung liefert die felgden Wahrscheinlichkeiten:

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P2o(xi) 00 00 0O 01 05 15 3.7 74 120 16.0 17.6

Die Wahrscheinlichkeit in 20 Wirfen mindestens 8 abchstens 13 mal Kopf zu werfen
kann als Inhalt des grin markierten Treppenfladieks interpretiert werden. In der Skizze
auf der nachsten Seite ist zusatzlich der GrapiNdemalverteilung

_(x=n)
e 2¢° gezeichnet.

1
P (x)=
N 2o
Die Werte der Parametprbzw. o ergeben sich aus den entsprechenden Werten fur die
Binomialverteilung zuy = np =203 =10und 0” =npg =5 bzw. o = J/5. Offenbar kann die

gesuchte Wahrscheinlichkeit gut durch den Inhakeuder Kurve der Normalverteilung
(x-10)?
e 10

1
X)=
$(x) o
im Intervall [8 - 0.5, 13 + 0.5] (rot eingefartamgenahert werden kann. Naherungsweise gilt
also:
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bee9 10 5 12 139
= 8-058 iRlA. 0.5
Die Abweichungen der obern bzw. untern Grenze vowaEungswert iro- Einheiten

ergeben sich zu

35:1.565 bzw. 1'5:: -1.11¢€

5 NG

p(8< X <13)= d(1565) - d(- 1118) = d(1565) - (1- d(1118))
~0.9412 - (1 - 0.8682) 6.8094

Aus der Tabelle fur die Binomialverteilung erhakm0.942 - 0.132 6.810.
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Ein weiteres Beispiel zur Approximation der Binoheteilung durch die Normalverteilung
fur n =100 und p = 0.5 dagestellt

Binomialverteilung und Approximation durch Normalverteilung n =100, p = 0,5

TS
N

4 A
/ \
. J A}
/ \

0,02

0,01

0,00

35 40 45 50 55 60 65
Allgemein gilt:

Ist n >i, dann kann die Binomialverteilung durch die Nolwegeilung approximiert

Pq
werden und es gilt:
2 b-np+0.5 a-np-05 9
p(asX<b)=) P/(x =¢(—j—¢(—J n>-——
XZ:E‘Z ) vnpq LYY pq

Bem.:

Obschon im Beispiel n = 20 und p = 0.5 die Fauslregrletzt ist, ist die Naherung sehr gut.
Bei kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten verwendetnaie sogenannte Poissonverteilung als
Néaherungsverteilung.

bv_approx_durch_nv 06.05.2014/ul



74

Die Naherung kann auch fir die Berechnung eineekien Werts der Binomialverteilung
verwendet werden.

Aufgabe:
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit in 120 Wirfeit einem Laplacewdirfel genau 21 Vierer
zu werfen?

120
a) Wert der Binomialverteilung: p(X = 21):( 21)[(%)21 [)* = 0.092]

b) Aprroximation durch die Normalverteilung:
{=np=1200 = 2C 0® =npq=1203 3 = 1%

D(X :21):(1)(21.5— zoj_q)( 205 2

= (0.367- (0.122F 0.6432 0.5486 0.0¢
4.0825

4.0825

Aufgabe:

40% der Stimmberechtigten haben bei der letztenl\dlaHPartei Fiat Justitia gewahlt. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass von 600lkgfausgewéhlten Stimmberechtigten

a) hochstens 260 b) mehr als 260 c¢) weniger alg22Wischen 220 und 260 diese Partei
wahlen.

n=600 w=np=6000D.6= 24(undo? =npq=240[D.6= 14<bzw. o =12
a)p = p(X <260 = CD[MJ ~

~ ®(1708 = 0.9555
b) und c) p, =1- p, = 0.0455
d) p;,=1-2p, =0.9110

Aufgabe:

Wir nehmen an, es sei bekannt, dass bei einemntrestin Vorlage 1050 von 491050
Stimmberechtigten ,ja“ stimmen, wahrend die Ubrig®000 sich mit einer
Wahrscheinlichkeit von 50% fiir ,ja* entscheiden.eé/gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Vorlage angenommen wird?

LOsung:

Sei X die Anzahl der zufalligen ,ja“-Stimmenden.iBamem absoluten Mehr von 245526
werden fur eine Annahme der Vorlage noch mindes2d8$%26 — 1050 = 244'476 zufallig
Ja“-Stimmende bendotigt, d.h. die Zufallsvariabless mindestens den Wert 244'476
erreichen.

4 =np=4900003 = 24500 und o° = npq = 2450003 3 = 122506 35( bzw. g =350

p(X = 24447 = p(X < 490000- 244479 = CD(
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Uebungsaufgabe

Bei einer Versicherung sind 2000 Agenten beschéaflig unabhangig voneinander 75% ihrer
Arbeitszeit im Aussendienst verbringen

a)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind héchstens 4&geAten im Blro?

b)

Wie viele Schreibtische missen angeschafft werdiemjt jeder im Biro Anwesende in 95%
der Falle einen Schreibtisch vorfindet?

LOsung:
a)
4 =np=20003 = 50( 0® =npq =20003 3 =150 = 37¢
483.5- 500 -
p(X < 483) qn( N j ® (-0.852F 0.197
b)
®(u) =0.95 u=1.645 x = 500 + 1.6£5532

Aufgabe (*):

Wir nehmen an, dass Hoteldirektoren davon ausgetass, ein angemeldeter Gast mit der
Wahrscheinlichkeit 0.8 auch wirklich eintrifft.

Im Hotel A mit 84 Betten werden 100 Anmeldungergegen genommen.

Wie viele Anmeldungen dirfen im Hotel B mit 168 #&et entgegen genommen werden,
wenn die Wahrscheinlichkeit einen Gast abweisemissen in beiden Hotels
Ubereinstimmen soll?

Hotel A:

n=100 w=np=100[D.8= 8(undo?=npg=n(0.8[D.2= 0.16h bzw.o =4

X: Anzahl der in einer bestimmten Nacht eintreffendGaste. Die Wahrscheinlichkeit, dass
Gaste abgewiesen werden missen betragt:

p(X >85)=1-p(X <84)=1- q:(s“%;soj ~1-®(1125=1-0.8697= 0.1303 (1)

Hotel B:
n: Anzahl Anmeldungen. Fir den von n abhangigeraBumgswert der ankommenden Gaste
gilt dann:

#=np=0.81 und g% =npg = n[0.8(D.2= 0.16h bzw. o =0.4/n

Y: Anzahl der in einer bestimmten Nacht im Hotelteffenden Gaste.
Die Wahrscheinlichkeit, dass Gaste abgewiesen werdessen betragt:

1685- O.8nj
043/n
Da die beiden Wahrscheinlichkeiten tibereinstimmésgan gilt wegen (1):

845-80 1685- 0.8n
| 22T = p(1125) = | =22~ 2
( 4 ] (1129 ( 04J/n j

p(Y 2169 =1- p(Y <168 =1- q:(

Damit muss gelten:
168.5- 0.8 _1.195

0.4/n

Dies fiihrt mit der Substitutioz = +/n auf eine guadratische Gleichung und schliessli¢h au
die Lésung n = 202.6. Hotel B kann damit hochs&0% Anmeldungen entgegen nehmen.
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Entsprechend den Regeln fir die Normalverteiluritgegefir die Binomialverteilung die

folgenden Regeln (sofem > S )

Intervall Wahrscheinlichkeit

[(-1.640 u+1.64 ca. 90% @ (1.64) = 0.¢
[(—1.960 u+1.967 ca. 95% @ (1.96) = 0.9t
[(—2.580 u+ 2.5% ca. 99% @ (2.58 = 0.9¢
Beispiel:

Wirft man eine Laplacemiinze 100 mal dann liegtEl@sgnis ,Anzahl Kopf‘ mit den
angegebenen Wahrscheinlichkeiten in dem angegebetsenall.
Wegen n =100, p=0.5

76

4 =np=1003 = 5C o’ =npg=1003 3 = 2t 0=5
[(-1.640 ,u+1.647 =[42,58] ca. 90% @' (1.64)= 0.€
[1-1.960 1+ 1.965 = [40,60] ca 95% @ (1.96) = 0.9t
[(-2.580 ,u+ 2.5% =[37,63] ca. 99% @' (2.58 = 0.9¢
0,10

0p9

0ps

0p7

006

0ps

o0p4

0p3

0p2

0p1

. 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 SO 52 54 56 S8 60 62 64 :SGI rssl I?UI Inl |74‘
! b 1
t ‘u;uqc-—ﬂo% — patgie 1t
h-15¢e — 0% —> pr1.56¢
T/“‘ZSXO' 5 - 49% —eee T,hf 2.58q
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Beispiel:

Wird ein Laplacewurfel 1200 mal geworfen, dann veerdhit einer Wahrscheinlichkeit von
etwa 90% mindestens 179 und hochstens 221 WitfdanAugenzahl 1 vorkommen.
Begrundung:

4 =np=1200% = 20( o? =npq=12003 3 = 100

Intervall: [/ —1.640 ,u+ 1.64 =[178,221]

Uebungsaufgabe:
Wie oft muss ein Laplacewirfel geworfen werden, nvdie relative Haufigkeit der

geworfenen Sechser mit 97% Sicherheit im Interf4at0.01,% + 0.01liegen soll?

y=10m o=iBmM== ®"(u) =0.97 ®(u)=0.985 u=217
217 _ 21705 _ 2175, (21735
= = =1 n= ~ 65401
n n 6/n 6
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