3. Darstellung von komplexen Zahlen in der Polarform

Die folgende Darstellung einer komplexen Zahl in sl'genannten Polarform fuhrt auf eine
einfache geometrische Interpretation der Multiglikia komplexer Zahlen.

Es bezeichne )
p=|zl undp =argz (Argument von z)

Dann gilt:
z=a+ip = plcosp +i3ing)
wobei 0< ¢ < 2t ; ' et

arg(0) kann frei gewahlt werden.

Zur Abkurzung wird daftr geschrieben:
z =plBis ¢ (spater z p@').

Fur die zu z konjugiert komplexe
Zahl z gilt dann:

z=a+if = pliis(-¢)
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Es gelten die folgenden
Umrechnungsformeln:
Polarform - Normalform

Re z =p cos¢
Imz=psind

Beispiel:
z =+/8¢is 135 = /8 [{cos1 35 +isin135°) = —2+ 2i

Normalform — Polarform

Beispiele zur Vorbereitung:
3=3cis0° i=cis90° -+5=+/5cism b

~1+i=+2cis 135
(halbes Quadrat)

~1++/3 = 2cis 120
(halbes gleichseitiges Dreieck)

sssss

Allgemein:

z=a+iBz0 p=4a®+p*

Das Argument ist so zu bestimmen, dass gilt:
sing = IT—ZEZ) und cosp = R§Z)

Variante:

Falls Re (z)20 tang = lRme—g

wobei in diesem Fall abzuklaren ist, in welchem @aaten z liegt.

z =3 -4i=5cis 306.9° (4. Quadrant)
z=-3i=3cis 270°
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4. Multiplikation komplexer Zahlen in der Polarform

z = p,[Gisp,
z, = p,LEisp,
4 &2 = (plm:is¢1) [qum:iwz) = plwzmcow 1+i Sin¢ ]) EGCOS¢ 2+i Sin¢ ;
= 0, p, [{((cosp, [€osp, — sing, Csimp ) +i( si,0cap,+ cas sin))

Mit den Additionstheoremen fir sin und cos ergibhschliesslich:

4 Q2 =P @2[@005(¢1+¢2) +i Sir(¢1+¢2)) = :01@ 2@i8(¢ 1+¢ ;)

das heisst:

Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem mareif@etréage multipliziert und ihre
Argumente addiert.

2,2 =[2) 2 und ardz, ) = ard(z) +arfz,)

Die Multiplikation einer komplexen Zahl mitcis$ bedeutet also geometrisch eine
Drehstreckung mit dem Faktprund dem Drehwinkep.

Beispiele:
(3 + 3i) (5\/5 cis 135°) = (3\/5 cis 45°)15\/§ cis 135°) = 30 cis 180° =-30

7, =1+i =/2045° 7, =3[1+i/3)=cis60°
Wegenz, [z, = \/?ci5105° erhalt man durch Multiplikation in der Normalforrem genauen

Wert fir sin105° = V2 :\/5, und analog cos 105°

Das Produkt zweier komplexer Zahlen kann geométrsmittelt werden. Dazu betrachtet
man &hnliche Dreiecke:

Beispiel:
z1=1.5+0.4i=1.55cis 14.9°
z=1.1+0.8i=1.36 cis 36.0°
212, = 2.11 cis 50.9° T
Der absolute Betrag des Produkts

p = pup2 kann als Verhaltnisgleichung

geschrieben Werder-\'fi e
P 1
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Multipliziert man insbesondere eine komplexe Zalilais ¢, so bedeutet dies eine Drehung
mit Zentrum O um den Winkdl. Damit kdnnen die Abbildungsgleichungen einer Direh
um den Nullpunkt leicht hergeleitet werden.

Drehung des Punktes P(z = x + iy) um den Nullpunkt
(x + 1y) cisd = (x +iy) (cosp + i sinp) = (x cosp - y sing) + i(x sind +y co®)

Kontrolle: die Bilder der Basisvektoren stehen am#rder senkrecht (Skalarprodukt!). Damit
heissen die Abbildungsgleichungen:

X = xcosp -ysing
y = xsin¢ + y cosp

Aufgabe: . o
Das Dreieck ABC ist gleichseitig. Bestimme die
dritte Ecke C in den folgenden Féllen:

a) A(0), B4 +i)C

b) A(2 +1i), B(4 + 5i)

a)

C geht aus B durch eine 60°-Drehung um den
Nullpunkt hervor. ' :
Z. = 7, [€is60° = z, [cos 60 +i sin 60)

(4+|)[€1+| ) N 1 2 3 4

=2-1R/3+i 4+ 2/3)= 1.13 3.9
b)
Tipp: Der Vektor AC geht aus dem Vektor AB durchee60° Drehung hervor.

Ubungsaufgabe:
Berechne z so, dass das Dreieck A(1), B(zf)a&chtwinklig-gleichschenklig mit rechtem
Winkel bei A ist.
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Insbesondere bedeutet die Multiplikation mit i e@@-Drehung im Gegenuhrzeigersinn.

Eine schone Anwendung dazu ist die folgende Denkapigabe des Physikers Gamov
(Spektrum 10.1979)

Eine alte Urkunde berichtet von einem Piratenscliiz auf einer verlassenen Insel
vergraben wurde und erklart, wie man den Schatdevismden kann. Auf der Insel stehen nur
zwei Baume, A und B, und die Reste eines Galgems §khe vom Galgen auf geradem
Wege zum Baum A und zahle dabei die Schritte. BaieAde man sich um neunzig Grad
nach links, gehe nochmals die gleiche Schrittzahhdeaus und markiere die erreichte Stelle
mit einem Stock. Dann begebe man sich zurtick zulge@agehe auf geradem Weg zum
Baum B, zahle wieder die Schritte, wende sich benBneunzig Grad nach rechts und gehe
die gleiche Schrittzahl geradeaus. Die erreichéieStverde wieder mit einem Stock markiert.
Wenn man dann genau in der Mitte zwischen den hesdécken grabt, so wird man auf den
Schatz stossen.

Ein junger Abenteurer, der die Urkunde fand, mesgsth ein Schiff und segelte zur Insel. Er
hatte keine Muhe, die Baume zu finden, aber zieseilammer war der Galgen
verschwunden, und die Zeit hatte alle Spuren veiwjso dass die Stelle , an der sich der
Galgen befunden hatte, nicht mehr zu erkennend&rjunge Mann war ratlos und kehrte
mit leeren Handen zurlck. Nach Gamow hatte er @batd mit Leichtigkeit finden kdénnen.

AG 90° im Uhrzeigersinn um A drehen
Zy = ZA_i [qze _ZA)
BG 90° im Gegenuhrzeigersinn um B drehen
Zg =7y +i EQZG _ZB)

:%(ZA' + ZB') = %(ZA tZy +i(ZA - ZB))
=1(1+(-1)-2i) = -i

B(1) Rez

LOsung:
Drehe A um 90° im Gegenuhrzeigersinn
um die Mitte M von AB.
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