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10. Die Eulersche Relation

Die Definition der reellen Eulerschen Zahl als Iim(1+%)n kann folgendermassen flr

n-oo

beliebige reelle Zahlen a erweitert werden:
e =lim(1+2)"

n-oo

Da alle Grundoperationen im Korper der reellen £ahineingeschréankt auch im Komplexen
gelten sollen (sogenanntes Permanenzprinzip)iadDefinition

e =lim(1+1)" einleuchtend.

Stellt man (nach einer Idee von Gallin ETH VSMPIBuh 10.2002) die Folge
(1+ln)n furn=1, 2, 3, ... in der Gauss’schen Ebenestakann die Gleichung
€’ =cosp +i 3ing =cis¢g plausibel gemacht werden.

A
Im n=1

1

Dazu werden mit wachsendem n rechtwinklige, zueleaghnliche Dreiecke so aufeinander
geschichtet, dass die Hypotenuse eines unterndBseir langen Kathete des obern wird.
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Es ist einleuchtend, dass fur grosse n die Hypsemawar grosser als 1 sind, sich aber
beliebig nahe an 1 bringen lassen.
i i !

n=1 n=2
! —

n=3

g
,
N

Die Figurenfolge zeigt, dass sich mit Wachsend&115rrrPunkt(1+ln)n von aussen her dem

Einheitskreis nahert und zwar zu jener Stelle raind
Bogenmass 1. Es gilt also

é =cod1)+i3in(1).

Potenziert man diese Gleichung hiso erhéalt man schliesslich

(€ =& =1 feod1p) +i Bin(1p)) was die Gleichung® = cosp +i Sing = cisg
plausibel macht.

,Als Abkiirzung hate”? erst noch den Vorteil, einen Buchstaben wenigecialh zu
bendtigen” (Henrici ETH).

Wachstd von 0 bis 2rso durchlaufie’? damit den Einheitskreis.

Ein Beweis der Beziehung? = cosg +i [3ing ist spater mit der Theorie der Potenzreihen
maglich.
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g®=cos¢ +isn¢
Im Spezialfallp = rterhalt man

€7+1=0
Diese Relation verbindet die finf wichtigen Zahéen, 1, 1 und 0 und die Operationen
Addition, Multiplikation und Potenzieren.

Es kann bewiesen werden, dass sitin folgende Potenzreihe entwickelt lasst:

7

1+im——-1—+—+i—+...

2 3 4 5
Stellt man die ersten Glieder dieser Reihe in der
Gauss’schen Ebene dar, so entsteht ein
spiralférmiger Streckenzug, der sich dem
,Grenzpunkt® -1 néhert.

Mit der komplexen Exponentialfunktion kénnen nua @iperationen Multiplikation, Division
und Potenzieren neu dargestellt werden:

1. A |12 :plei¢1p2ei¢2 :plpzei(¢1+¢z)
2. i - 101e|¢1 =&ei(¢1_¢2)

z, pe” p,
3. 2" =(pe?) = pe?r

Die Definition des Logarithmus fir reelle Zahleank ins Komplexe Ubertragen werden.
Die Definition wird so gewahlt, dass nach dem Perenaprinzip die Logarithmengesetze
gultig bleiben:

2= pe = Inz=Inp+ilfp+k2m) zz0

Der Logarithmus ist also im Komplexen mehrdeutigr Bu k = 0 gehérende Wert heisst
Hauptwert. Die Gbrigen Werte (Nebenwerte) ergel@mndurch Addition von ganzzahligen
Vielfachen von &i (Verschiebung in Richtung der imaginaren Achse).

Beispiele:

In1=In(€®*7) = 2k7i
In(-1)=In1+i(2k +)rr=i(2k +1)77
In(2i)=In2+i(2k + 1)
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In(-8+6i)=In10+i(25+ 2kn)
in(-+3+i)= |n2+i(%”+2knj

Allgemein:
Inz=Inp+i(g+2km)=InZ+ifargz

Als Spezialfall sei erwahnt:
i = (glea) 2 glemn) 2 g 5078, 4 2kt

Die Eulersche Relation ermdglicht auch die Darsigjlder trigonometrischen Funktionen
durch die Exponentialfunktion; denn es gilt:

e’ +e™ : e’ -’
cosp=————, ...sing = -
2 2

Eine weitere Anwendung der komplexen Zahlen isketigante Darstellung von
harmonischen Schwingungen durch komplexe Zeiger.

Die Differential- und Integralrechnung kann auf H@nplexen Zahlen tbertragen werden.
Dies fuhrt zu einer der schonsten mathematischeorfdn, der sogenannten
Funktionentheorie, die eigentlich ,, Theorie der Fimken komplexer Variablen“ heissen
sollte.
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