3. Die Kreisinversion

3.1. Definition
Die Abbildung
1
Z-o>W==
Z
ordnet der Zaht = r - e'? = r - cise das folgende Bild zu
11 1 1 o _ 1
. Crecis(—p) T e Tne

Die Konstruktion des Bildpunkts besteht also ausiZchritten:

Der Punktz = r - ¢! wird in den Bildpunkt abgebildet, der in gleiciRichtung wie z liegt
und dessen Abstand gerade gleich dem Kehrwertidiesrigen Abstands ist. Diese
Abbildung heisst Inversion am Einheitskreis.

Die Grundkonstruktion:

Der Abstand des Bildpunkts P” ist nach dem e B
Kathetensatz gleich dem Kehrwert des
urspringlichen Abstands. Ein Punkt >
ausserhalb des Einheitskreises wird also in / e

einen Punkt im Innern abgebildet und ;
umgekehrt. Die Punkte auf dem ' # A /
Inversionskreis = Einheitskreis bleiben fest.
Die Abbildung ist involutorisch (zu sich selbs
invers. Ist P* das Bild von P, dann ist P auch /
das Bild von P". T

Bemerkung 1
P” liegt auf der Polaren von P beziglich des Inoaskreises.

Bemerkung 2

Bei der in 4. betrachteten Abbildung
1

ZowW=-—
z

kommt zur Kreisinversion eine Spiegelung des Punéateder reellen Achse dazu. Die
folgenden vier Eigenschaften gelten auch fur digsigildung



3.2 Eigenschaften

3.2.1 Bilder von Geraden

1)

Die Gerade geht durch den Mittelpunkt des
Inversionskreises.

In diesem Fall ist die Gerade eine Fixgerade
(aber keine Fixpunktgerade, da Inneres und
ausseres vertauscht werden.

2)

Eine Gerade, die nicht durch M geht wird in
einen Kreis durch M abgebildet, dessen
Mittelpunkt My auf dem Lot von M auf g
liegt.

3.2.2 Bilder von Kreisen

Da die Abbildung zu sich selbst invers ist
(involutorisch ist), gilt auch:

3)

Das Bild eines Kreisesi idurch M ist eine
Gerade K, die nicht durch M geht.

4)

Das Bild eines Kreises, der nicht durch M
geht, ist ein Kreis, der nicht durch M geht.

Ubungsaufgabe:

Welche Bilder ergeben sich, wenn die Gerac
bzw. der Kreis den Inversionskreis

a) meidet

b) beriihrt? @' =k

Bild eines Quadratgitternetzes bei Inversion (ac)




Fur den rechnerischen Beweis der Eigenschafters Y)verden die folgenden Gleichungen
einer Geraden bzw. eines Kreises in komplexer Rarwendet.

Die Gleichung einer Geradenax + by + ¢ = 0 in komplexer Form:

Durch Addition vonz = x + iy undz = x — iy erhalt man
x = Re(z) = %(Z +Z)undy = Im(z) = %(Z —-27)= —%i(z —-2)
Einsetzen in die Geradengleichung ergibt:

1 _ 1 _ _a . b, _ _
a-E-(z+z)+b-z-(z—z)+C—§ (Z+Z)—§l(Z—Z)+C— 0
umgeformt zu

<a+b_) +<a b_) ctc=0
) 2l Z > 2l Z Cc =
und daraus

vz +pzZ+c =0 mit _2_b, d'—a+b' R
pz+pZ+c=0mitp=5—ciundp=-+-i ce

Die Kreisgleichungin komplexer Form:
Ausmultiplizieren det Gleichung
lz—m|?=(Z-m) - (Z—m) =1?

fahrt auf
zZ —mz —mzZ + (mm —1r?) = 0)

und schliesslich auf
zZ—mz—mZ+c=0mitc =mm—1r?ceR™

Beispiel:
m=3+4i,r=3 c¢c=(B+4i)-(3—-4i)—32=25-9=16

zZ7—(3—-4i)z— (3+4i)z+16=0



Rechnerischer Beweis de Eigenschaften 1) bis 4)

Bild einer Geraden
pz+pz+c=0 ceR, p,zeC

Einsetzen vor = % in die Geradengleichung fuhrt auf

1 1 B
p-;+p-%+C—0
oder nach Multiplikation mitviv auf
pw+p-w+cww =0
oder
cww+p-w+p-w=0

Fallunterscheidung:
c=0 p-w+p-w=0 das Bild ist eine Gerade durch O

cz0 wv—v+§-w+§-w=0 das Bild ist ein Kreis durch O mit = mm — ¢

Bild eines Kreises

zZ—mz—mzZ+c=0 ceR,m, zeC
Mit z = %folgt daraus

11 1
——=—-m-——m-=+c=0

w w w w

oder nach Multiplikation mitviv
caww—m-w—m-w+1=0

Fallunterscheidung:

c=0 m-w+m-w—1=0 das Bild ist eine Gerade nicht durch O
cz0 wiw — % ‘w— % W+ % =0 das Bild ist ein Kreis nicht durch O
Spezialfall:

Kreise um das Inversionszentrum O werden in KreraeD mit reziprokem Radius
abgebildet.



3.3 Das Apollonische Bertihrungsproblem (Apolloniuson Perge (ca. 262 — 190 v. Chr.)

Die Eigenschaften der Inversion ermdglichen die $tarktion des Apollonischen
Bertuhrungsproblems.

Aufgabe:
Zu drei gegebenen Kreisen ist ein vierter Kreisught der alle drei Kreise berihrt.
Beispiel:

. 1. 1 3,01, 1
ci:lz—il=1 C2:|Z+—l|=— C3:|Z——+—l|=—
2 2 4 2 4

z-Ebene w-Ebene

Die Kreise ¢ und e beriihren sich im Nullpunkt O, der als Mittelpunlets Inversionskreises
(er ist nicht dargestellt) gewahlt wird. Die Bildder zwei sich im Inversionszentrum
bertihrenden Kreise sind in der w-Ebene zwei pdeaieraden (blau). Im Beispiel existieren
vier Losungen (eine davon eine Gerade, orangejfethelritten Kreis berlthren. lhre
Mittelpunkte liegen auf der Mittelparallelen mitggbenem Abstand. Die Lésungen in der z-
Ebene (grun) ergeben sich durch Kreisinversion.

Bemerkung:

Im allgemeinen Fall kbnnen die Radien der drei $&eio verkleinert oder vergrossert
werden, dass sich zwei Kreise berthren. Ihr Beriggpunkt wird als Inversionskreiszentrum
gewahlt. Nach der Losung dieses neuen ProblemsdigrBadiusveranderung rickgéngig
gemacht.

Je nach der Disposition hat das Problem

keine (drei konzentrische Kreise mit verschiedeRadien)

oder maximal acht Losungen (Bertihrung von aussgiB&tihrung von innen (1), Berlhrung
eines Kreises von innen, zweier Kreise von aus$eri8rihrung zweier Kreise von innen,
eines Kreises von aussen(3).



Ubungsaufgabe: siehe auch Deller/Gebauer/Zinn:kigeOrell Fissli

Gegeben ist die Gerade g: x + y = 0 und die beiterse
ci: M1(3, 0), L =3 und & M2(0, 2), b = 2. Konstruiere einen Kreis, der die Gerade gdied

Kreise @ von in_nen undcvon aussen beruhrt.

Inversion der Kreiseiaund @ (schwarz) und der Geraden g am Inversionskréistrfihrt

auf die blau dargestellten Geraden. Der Mittelpiiktles Kreises k™ (orange), welcher die
drei Geraden beruhrt, liegt auf den Winkelhalbidiesn Der gesuchte Kreis (grtin) geht durch
die Schnittpunkte 2 und 3 von k™ mit dem Inverskoess c. Ein dritter Kreispunkt 1 ergibt
sich als Bild des Punktes 1" von k™. Damit ist Eligitelpunkt M des gesuchten Kreises als
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten bestimmt.



Der Inversor von Peaucelier

Es handelt sich um ein Gerat, das eine Kreisbewggueine lineare Bewegung umsetzt und
umgekehrt eine lineare Bewegung in eine Kreisbewgg@ Wikipedia)

In der Abbildung sind MA und MB Stangen, die mit @elenkraute PAQB verbunden sind.
Bewegt sich P auf einer Geraden, dann beschredim&kreisformige Bewegung (und
umgekehrt.
Begriindung:
IMP| - [MP| = |MC + CP| - |MC — CP| = |MC|? — |CP|?
=52 —|AC|?> — (g? — |AC|?) = s? — g? = const.
Damit sind Q und P inverse Punkte bezlglich desskseum M mit dem Radius r mit
r?> =|MP|-|MP| =5s*>-g*>=(s+g)(s—g)



3.4 Die erweiterte komplexe Ebene

Bisher ordnet die Abbildung ist z = 0 kein Bildzogégnet und der Ursprung ist auch nicht
unter den Bildpunkten. Entfernt sich aber z immeiter vom Ursprung, so scheint sich z
immer mehr unabh&ngig von der Richtung einem emerePunkt im Unendlichen,

bezeichnet mit zu nahern, wahrend sein Bil;dsich immer mehr 0 ndhert und deshalb als
Bild des unendlich fernen Punktes aufgefasst wekden.

Man erhélt so die erweiterte komplexe Ebéne C U {} in der per definition gelten soll:
é =0 und% = 00,

Geht eine Kurve durch z = 0, dann geht bei der Wbbig z — i eine Kurve durcho und

geht eine Bildkurve durch 0, dann geht die urspliihg Kurve durch den Punkst.

Da die Abbildung einen Kreis durch O mit einer Glena vertauscht, kann eine Gerade als
Kreis aufgefasst werden kann, der duselgeht. Die Inversion bildet somit in einem
erweiterten Sinn ,Kreise” in ,Kreise* ab.

Bemerkung:

Die Idee kann mit der so genannten stereografisBhhejektion besser verstanden werden. Sie
bildet eine Kugel auf die Aquatorebene ab. Der Idotdann als Bild des unendlich fernen
Punkteso aufgefasst werden.

Wegen der Beziehung zwischen der KreisinversionderdStereografischen Projektion ist
auch einsichtig, dass das Bild einer Geraden ¢iais durch den ,Nordpol“ N ist. Dass das
Bild eines beliebigen Kreises wieder ein Kreis deif Kugel ist, ist schwieriger zu beweisen.

Da die Kreistangente in N ist zudem parallel z@puinglichen Geraden. Deshalb ist das Bild
zweier sich schneidender Geraden gleich grossAbi@ldung ist winkeltreu



4. Die Mobiustransformation (gebrochen lineare Funkon)

Die gebrochen lineare Funktion
az+b

cz+d

ZoOWwW= ad —bc#0,c #0

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich die iklhing aus ganzen linearen Funktionen
und der Funktion
1

ZoOw=-—
z

zusammensetzen lasst. Daraus folgt, dass die Ablgldbenfalls kreistreu und winkeltreu
ist.

Die Idee besteht darin, den Zahler zunachst denm&emzupassen. Wegen der Umformung
ad ad a ad
az=az+———=—-(cz+d) ——
Cc Cc c c
kann die gebrochen lineare Funktion folgendermdssgestellt werden:
a ad
az+ b E-(cz+d)—7+b a —ad+bc 1
cz+d cz+d c c cz+d

Das Bild bei einer Mdbiustransformation kann daawis den folgenden einfacheren
Abbildungen zusammengesetzt werden:

1 bc — ad a
Zowi=cz+d-ow,=—-ow= ‘W, +—

wq c
also durch Hintereinanderausfiihren einer ganzesaden Funktion, einer Reziprokfunktion
und einer weiteren ganzen linearen Funktion. Dadbelie Reziprokfunktion die
Zusammensetzung einer Inversion (Spiegelung amelisineis) und einer Spiegelung an der

reellen Achse.

Bemerkung:

Eine genauere Untersuchung zeigt, dass von dePai@metern nur drei wesentlich sind
(multipliziert man Zahler und Nenner mit einem Fakt, so andert sich die
Funktionsgleichung nicht. Ohne Beschrankung degeiiieinheit, kann deshalb

bc — ad = 1 angenommen werden. Dies deutet bereits darautlhgs es genau eine
Mobiusabbildung gibt, die drei vorgegebene Punkterei beliebige Bildpunkte Gberflhrt.
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Beispiel:
zZ—1
w = -
Z+1

Der Funktionsterm kann umgeformt werden zu:

z—1 z+i—2i ]

w = - = —=1-2i- -
zZ+1 zZ+1 Z+1

Zowi=z+i-ow,=—->w=-2i"w,+1
Wq

Das Bild der Mobiustransformation ist aus den falign Abbildungen zusammengesetzt:

1. Translation um i (blau)
2. Inversion am Einheitskreis und Spiegelung arrelelfen Achse (orange)

3. Drehung mit Zentrum O mit dem Drehwinkelg und Streckung mit dem Faktor 2 (rot)
4. Translation um 1in Richtung der reellen Achsgiriy

a) Bild des Einheitskreises b) Bild (;ier reellerhse

Y
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Ubungsaufgaben:
1.

Bestimme die Parameter a[ bC so, dass die Abbildung

b
z-ow=a+-—
z

zn=linw=2-iundz=iinw, =1 uberfuhrt.
Welche Punkte der Gauss’'schen Zahlenebene werdiimaginare Achse tUbergefihrt?
2.

Welche Mdbiusabbildung bildet die Punkte=z0, 2 = -i, zz = -1 in die Punkte w=1, wo = 1,
wsz =0 ab?

LOsungen:
1.
fira =2 und b = -i wird die imaginare Achse imd&eis mit Mittelpunkt M(0, ¥4 ) und
Radius r = ¥4 abgebildet.
2.
Ansatz:

z+1
W= cz+d
LOsung:

1+z

1—z
Ubungsaufgabe:

w=i-

Bestimme in den folgenden Fallen das Losungsgéebkieder Abbildung
1

ZowW=-—

222 a) NT b) iRA <) IRA

223 a) ima b) iRA c) sz




LOsungen:

Literatur:
T. Needham: Anschauliche Funktionentheorie, Oldandp8-486-2478-3
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