Die Joukowski-Funktion
1. Definition und Eigenschaften

Der russische Aerodynamiker N.J Joukowski (184821) erkannte, dass die folgende
Joukowskifunktion einen geeignet gewahlten KreidiemForm eines Flugelprofils abbildet.
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Abbildungsgleichungen in Polarform:

Mit
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ergibt sich
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Wegen p =+/x* + y* haben die Abbildungsgleichungen die kartesischenFor
w =u + iv, wobei
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oder mit der Substitutioa —%(p+;j bzw. b —%(p—;j
u=altosp 1.3
v =b&ing 14

Eigenschaften der Joukowskiabbildung
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Beweis:

WegenE =cosp bzw. % =sing und cos ¢ +sin’ ¢ = 1gilt:
a

Beispiel:
In der Abbildung hat der Ursprungskreis mit Ragus 3 als Bild die Ellipse mit den
Halbachsen a %5 und b =¥/3 (blau dargestellt).

E2:
Der Einheitskreis wird auf die Streckd.,1] abgebildet (in der Abbildung griin)

Beweis:
Im Spezialfall des Einheitskreises vereinfacheh gie Abbildungsgleichungen zu

w= %(zﬁj = 1 [{cisg + cis(— ¢)) = cosg [also gilt|Re z| < 1 und Im z = 0.
4

ES:
Die Bilder der Halbgerade@ = arg(z) mitp > 1 sind Halb&ste der Hyperbel mit den

Halbachsencosg| bzw. [sing] .

Beweis:
Mit 1.3 bzw. 1.4 ergibt sich:
2 2
Y —a bzw.— =b und daraus—~— - _V2 =a’+Db” =1, womit gilt:
cosp sing cos ¢ sin*g
2 2
u® .vz _q
cos ¢ sin’¢
Beispiel:

In der Abbildung hat die Halbgerade mit der Gleihy = g als Bild die Halfte eines

Hyperbelastes mit den Halbachser- |Cos§| undb = |sin§| (rot dargestellt).
z-Ebene w-Ebene
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Es ist zu erkennen, dass das Aussere des Einlsésiskumkehrbar eindeutig auf die
geschlitzte Gauss-Ebene ohne das Intervall [-abfjEbildet wird. Eine entsprechende
Aussage qilt fir das Kreisinnere.

2. Joukowskiprofile

Die Joukowskifunktion bildet das Aussere eines $&sj der durch den Punkt z = 1 geht und
den Punkt —1 im Innern enthalt, auf das Aussereseioukowskiprofils ab. Auf diese Weise
erhalt man eine mogliche Form von Flugzeugtragiach

Im Beispiel wurde ein

Kreis mit Mittelpunkt M(#/4 + 4i) und Radius =@ gewahlt, der durch den Punkt A(1)

geht.
X=Re(z) =r [tosp — %
y=Im(z) =r $ing +%

Losung mit Excel mitvp = —

phi Rez Imz p* Rew Imw

0.000 1.025 0.250 1.113 0.973 0.013
0.131 1.014 0416 1.201 0.929 0.035
0.262 0.981 0.580 1.299 0.868 0.067
0.393 0.928 0.738 1.405 0.794 0.106
0.524 0.854 0.887 1.517 0.709 0.151
0.654 0.761 1.026 1.632 0.614 0.199
0.785 0.651 1.151 1.750 0.512 0.247
0.916 0.526 1.261 1.868 0.404 0.293
1.047 0.387 1.354 1.983 0.291 0.336

0.2 04 06 08 1.0 1.2
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Losung mit Maple

. V26 1
X = n cos(f) n
")
! R ;6 -sin(r)+%
1
pi=(F+)") "

[ (L 155 coutt L]:_
J (4 26 cos(t) 2

V26 sin(t) —%)

1
_6 sin(t) +—

[

fali =
\s v 26 cos(t)
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3. Die Umkehrung der Joukowski-Funktion

Wird die Funktionsgleichung von f/.v:%(z+1J fur ein w mitw eC\[—1, 1] nach z
z

aufgel6st so ergibt sich wegew = z+% nach Multiplikation mit z£ O die quadratische

Gleichung
z? — 2wz + 1 = 0 mit der Determinant® = 4(w? — 1).
Ihre Losungen sind

Zi, =wEw? -1

Damit stellt sich das Problem? — 1 als Quadrat einer komplexen Zahl d darzustellen.
Wegenw =u +iv und d =r +is muss gelten
w2 —1=@w+iv)?—1=(r+is)? oder
u?—vi—1+4+i-2uv=r?—s*+1i-2rs
Aus der Gleichheit der Real- bzw. der Imaginartilgt das Gleichungssystem
|r2—52 =u?t-v?-1
3.1
2rs = 2uv

Wird abktirzend fir
u?—v¢2—-1=R 3.2

\/R+w/R2+(2uv)2 T

3.3
2

gesetzt, dann gilt

Die Umkehrfunktionf die jedem Wert w = u + iv mit eC\[—1, 1] einen Wert z = x
+ iy mit |4 >1 zuordnet:

imFallu =0 bzw.u = 0 x=u+sgn(u)-T v:v-}-‘ggn(u)-%

wobei
T = /R+\/R2;-(2uv)2 R = uz _ Uz 1

Spezialfalle:
v =0 (Urbild der reellen Achse)

z =u+sgn(u) - vu? — 1, sofernju| > 1

u =0,v # 0 (Urbild der imaginéren Achse)

z=1i-(v+sgn@) -Vv?+1)

Die Herleitung erfolgt in drei Schritten:
a)
v =0 Urbild der reellen Achse:
Das Gleichungssystem vereinfacht sich in diesernzikal
|r2 —s?2 =u?-1
rs=20
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Der Unterfall:

ayr=0

fuhrt auf—s? = u? — 1 oders? =1 — u?, was zu einem Punkt im Innern des
Einheitskreises fuhren wirde.

b) s = 0 fuhrt auf? = u? — 1 oderr = +vu? — 1, wobei u? — 1 > 0 gelten muss.

Die Lésung heisst damit= u = +vu? — 1, wobei das Pluszeichen fur u > 0 und das
Minuszeichen fur u < 0 gilt, wofur kurz geschriebvearden kann

z=u+sgn(u) -vu? -1

b)
u =0 Urbild der imaginaren Achse
Das Gleichungssystem heisst in diesem Fall

|r2—52 =—v?—-1
rs=20

Der Unterfall

ayr=0

fuhrt auf—s? = —v? — 1 oders? = v?+ 1 oders = +Vv2 + 1
Die Losung heisst damit

Z=i-(vi v2+1)
wobei erneut das Pluszeichen fur v > 0 und das &&ewchen fur v < 0 gilt, wofur kurz
geschrieben werden kann

Z=i-(visgn(v)-\/v2+1)

Nun kénnen u und v verschieden von 0 vorausgeseizten.
c)
In der Folge wird abkirzend — v? — 1 = R verwendet: Wegen 3.1 sind mit u und v auch r
und s von 0 verscheiden.
Auflésung der zweiten Gleichung nach s und Eingeizalie erste Gleichung ergibt:
UV 2
r2=(5) =R
oder nach Mulitplikation mitauf die biquadratische Gleichung

r2 — g2 =2
r*—R-r?—u%v? =0
mit der Diskriminante
D = R? + 4u?v?

und den Lésungen

5 R + VR? + 4u2vp?
T2 =

2
wobei das Minuszeichen kommt in Frage kommt,2ds@aht negativ sein kann.
Als mdgliche Werte fur r ergeben sich damit

R + VR? + 4u?vp?2
2

Dabei hangt das Vorzeichen von r vom Vorzeichenwab.
Fur positive u gilt das Pluszeichen, fur negatige Minuszeichen. Damit ergibt sich das
folgende Resultat fir x bzw. y:

R +./R? + (2Quv)?
r =sgn(u) - >

==
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4. Strémungslinienbilder
Diese werden in Schritten aufgebaut:

1. Bild 2

Die Umkehrung der Joukowski-Funktion bildet dieadézte Ebene (Bild 1) auf das Aussere
des Einheitskreises ab. Dabei werden horizontatintingslinien auf Linien abgebildet, die
den Kreis umstromen.

7= f(w)

2. Bild 3

Die Ahnlichkeitsabbildung d streckt und verschigéh Kreis, die Stromungslinien andern
ihre Richtung.

z,=d(z)

3. Bild 4

Bei geeigneter Wahl von d in 2. erzeugt die Joukovibbildung aus dem Kreis ein
Flagelprofil, wobei die Anstromungsrichtung erhaltaeibt.

Beispiel:

ad 1.

In der Abbildung sind die Bilder der Stromungslime= p [+t fur die Parameterwerte
p=1,% Ys,-Ys-Y> und -1 angegeben. In den folgenden Tabellenvstijs die
Berechnung fur p = %2 aufgeflhrt.

u=Rew v=imw R T x=Rezy=imz
-2.00 0.50 2.75 3.40 1.75 -3.75 1.07
-1.50 0.50 1.00 1.80 1.18 -2.68 1.13
-1.00 0.50 -0.25 1.03 0.62 -1.62 1.30
-0.50 0.50 -1.00 1.12 0.24 -0.74 1.53
0.00 0.50 -1.25 1.25 0.00 0.00 1.62
0.50 0.50 -1.00 1.12 0.24 0.74 1.53
1.00 0.50 -0.25 1.03 0.62 1.62 1.30
1.50 0.50 1.00 1.80 1.18 2.68 1.13
2.00 0.50 2.75 3.40 1.75 3.75 1.07

ad 2.

Die Ahnlichkeitsabbildung(z) = @ [£iS30° + M mit m = - ¥4 + Y4-i bildet den

26

Einheitskreis in den Kreis mit Mittelpunkt M(- ¥4%-i ) und RadiusT ab.

In der folgenden Tabelle sind die Real- und Imageii& dargestellt.
Die kartesische Darstellung von d(z) lautet:

1 1
d(z) =p-(x-c0530°—y-sin30°)—Z+p-(x-sin30°+y-cos30°)+Z
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p - cos 30° p - sin30°
1.10397 0.6374

X=Rezy=imz x' y'
0.5 -3.75 1.07 -5.08 -0.96
0.5 -268 1.13 -3.94 -0.21
0.5 -1.62 1.30 -2.87 0.65
05 -0.74 1.53 -2.04 146
0.5 0.00 1.62 -1.28 2.04
0.5 0.74 1.53 -0.40 241
0.5 1.62 1.30 0.71 272
0.5 2.68 1.13 199 3.21
0.5 3.75 1.07 3.21 3.82

ad 3.

y
0.5 -5.08 -0.96
0.5 -394 021
0.5 -287 065
0.5-204 146
0.5 -128 2.04
0.5 -040 241
05 071 272
0.5 199 321
0.5 321 382

Bild 2 Bild 1

Bild 3 Bild 4
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