Determinanten

Die Determinante einer quadratischen Matrix isee#elle Zahl. Sie ermoglicht insbesondere
eine Aussage Uber die Existenz der inversen Mdigw. Uber die Losbarkeit von linearen
Gleichungssystemen.

1. Berechnung von zweireihigen Determinanten

Bereits im Grundkurs sind Determinanten aufgetratémlich bei der Cramerschen Regel
(Algebra - Lineare Gleichungssysteme). Im Folgenden sindmusenfassend einige
Eigenschaften dargestellt.

Ein lineares Gleichungssystem

11X, + A12x; = by

wobeia,;#0 odera;,x,=0 bzw.a,;#0 odera,,=0
Az1%, + Az2x; = by

hat genau eine eindeutig bestimmte Losung, wendi@iDeterminante der
Koeffizientenmatrix gilt:

a1 Q12
detA = det (a21 azz) — all . aZZ _ a21 . alZ + O
In diesem Fall heisst die Matrix regular.
Bemerkung:
. a a
Stattdet A schreibt man auch kuta| oder| 1 12|
z1 dz2

Nach der aus dem Grundkurs bekannten Cramerschgal Rimnen die Losungen des
linearen Gleichungssystems als Quotient zweierrdetanten dargestellt werden:

b a, a, b
X, = b2 a22 — a21 b2
1~ 72

a, a; a, a,

a21 a22 a‘21 a22

Aus dem Kapitel ,Vektorprodukt“ des Grundkurseszissatzlich bekannt, dass die beiden
a a

Spaltenvektoreléai) und (alz) der KoeffizientenmatriXA ein Parallelogramm

aufspannen, dessen orientierter Inhalt geradelylieicA ist.

Die Beweise der folgenden Eigenschaften von zwegen Determinanten ergeben sich aus
der Definition z.T. mit einigem Rechenaufwand.

1.

Die Einheitsmatrix E :

(1) (l)l hat die Determinante 1.

2.
Stimmen bei einer Determinante zwei Spalten (Zgildrerein, dann hat die Determinante
den Wert O.
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3.

Wird eine Spalte (Zeile) mit dem Faktomultipliziert, so multipliziert sich die Determinte
mit A d.h. bei einer Determinante kann ein gemeinsarakioF vor die Determinante
».gezogen“ werden.

Beispiel:
=24 7l _/ n. 13 7 _ i o r2 _

o 1l=E® |4 1| = (=8 (3-28) =200

4,

Die Determinante andert sich nicht, wenn zu eineit® (Zeile) ein Vielfaches einer andern
Spalte (Zeile) addiert wird.

Beispiel:
_56 i = —24-5=-29
Addiert man das 6-fache der 2. Spalte zur 1. Spadt@erandert sich der Wert der
Determinante nicht:

0 11 _n_ 90— _
|29 4|_0 29 = =29
5.
Sind die Spalten (Zeilen) voh linear abhangig (d.h. ist der Rang Wrkleiner als 2) dann
ist der Wert der Determinante gleich O.

Beispiele:

5 1| _ 4 2| _
|0 ol =0 g 4l ="
6

Vertauscht man zwei Spalten (Zeilen) Wrso wechselt die Determinante das Vorzeichen.
7 3| _ 5 40 _ _
;| =-7-12=-19

30 7)_ _
Coal=1247=19

7.

Die Determinante einer Dreiecksmatrix oder sogagbDnalmatrix ist das Produkt der
Elemente auf der Hauptdiagonalen.
3 —4] -7 0] _

|O 5|_15 |—8 —5|_35
8

Die Determinante eines MatrizenproduR ist gleich dem Produkt der beiden
FaktorenA undB

|—3 o _

0 4 =-12

Beispiel:
17 3 -2 -3 114 1
A_|4 —1| B‘|4 1| AB_—18 -17
det A = —22 detB = 10 detAB = —220 = det A - detB
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2. Berechnung von dreireihigen Determinanten

Der Fall n = 3 wurde ebenfalls bereits im Kapitelktorrechnung (,Spatprodukt®) gelost.
Dort wurde gezeigt, dass das orientierte Volumeer®Epats, das von den drei
Spaltenvektoren der Matrix aufgespannt wird gilt:

a1 Q12 Ag3
detA = det (a21 Az a23)

az1 43z 0z3

Ay, dzz a1 dzz Ay 4y
=a -det( )—a -det( )+a -det( )
11 as; dszz 12 asz; dszs 13 asz; da4s;

Die dreireihige Determinant kann also auf zweireihige Determinanten, die sagaten
Unterdeterminanten zurtckgefuhrt werden. Diesetelmes aus der dreireihigen
Determinante, indem man die erste Zeile und deeSgalte (j = 1, 2, 3) streicht. Bezeichnet
man die Unterdeterminanten mit{PD1> und Diz dann gilt:

detA = ay; - (=1)"'Dyy + ayp - (=1)"?Dy; + as5 - (=1)™*3Dy5

Diese Aussage ist ein Spezialfall des sogenanrdaefate’schen Entwicklungssatzes. Sie gilt
entsprechend auch fiir jede andere Zeile oder Sjpa#elternierenden Vorzeichen bilden ein
Schachbrettmuster.

Beispiel:

1 -5 3
A= <4 0 2 )

3 6 =7
Es empfiehlt sich eine Entwicklung nach der 2. &aila D> wegen & = 0 nicht berechnet
werden muss.
Da = | 65 _37| =17 Dys = |§ 65| =21
detA=4-(-1)*""-17+2-(-1)***-21=4-(-17) + 2+ (=21) = —-110

Ubungsaufgaben:
a)

15 8
A=121019

317 30
b)

Es ist zu Uberprufen, ob die die folgenden Vektdireear unabhéngig sind

1\ _ /4 7
-(2) 5-(3) (3

3 6 9
LOosungen:
a)
detA=+1-(10-30—19-17)—-5-(2-30—-19-3)+8-(2-17—-10-3) = -6
b) Die Determinante der folgenden Matrix ist O.

1 0 1
B= <2 —4 —2)

2 3 5

Also sind die drei Vektoren linear abhangig, dib.legen parallel zur derselben Ebene.
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3. Definition einer n-reihigen Determinante

Die Definition der Determinante kann nun rekursifokgen, indem man die Berechnung
einer n-reihigen Determinante durch ihre EntwicklanB. nach der ersten Zeile definiert.

detA= ) ay - (=D -Dy,

n
k=1

Allgemein gilt der folgende

Entwicklungssatz von Laplact:

n
detAd = Z(—l)l-w ' aij ' DU
j=1

Die Entwicklung gilt also auch, wenn statt nach elsten Zeile nach einer beliebigen Zeile
(oder Spalte) entwickelt wird. Die Unterdetermireamb;; entstehen aus der urspringlichen
Determinante, indem die i-te Zeile und die k-telf&pgestrichen werden.

Beispiel:
Bei der Bestimmung von
1 2 -3 5
_10 12 0 1
detA = 1 0 -1 2
-1 2 2 1

wird zweckmassigerweise nach der 2. Zeile entwickel
detA = (=1)**? - ay; * Dpp + (=1)*% - Ay Dy

1 -3 5 1 2 -3
detA=12-|1 -1 2[+1-|1 0 -1|/=12-9+1-(—6) =102
, -1 2 1 -1 2 2
Entwicklung nach der 1. Spalte
1 -3 5

1 i=1-|_21 A-1-15 5|-122 O=-s5+13+1=09
Entwicklung nach der 2. Zeile
12 -3 2 -3 1 2
—1|=-1- 1- =-10+4=-6
oo =ty Sl gf=-t0e

Ubungsaufgabe:

Bestimme die Determinante der folgenden Matrix A

1 5 5 0

(-2 1 =2 3

A= 0 1 1 0
1 2 4 0

LOsung:

Der Rechenaufwand ist minimal, wenn nach der 4lt§peatwickelt wird:

1 5 5

0 1 1

1 2 4

detA = 3 - (—1)*** =3-2=6
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Die fur zweireihige Determinanten gultigen Eigereftdn gelten sinngemass auch fur
n-reihige Determinanten. Die z.T. aufwandigen Beeeind in der Fachliteratur zu finden.

1.

Der Wert einer Determinante andert sich nicht, weihen und Spalten miteinander
vertauscht werden d.h. es gilt:

det AT = detA

wobeiAT die transponierte Matrix voA bedeutet.

2.
Beim Vertauschen zweier Zeilen (Spalten) &ndee Eiaterminante das Vorzeichen.

3.
Werden die Elemente einer Zeile (Spalte) mit ereellen Zahh multipliziert, so wird die
Determinante miA multipliziert.

4,
Eine Determinante hat den Wert Null, wenn eine&€ipalte) als Linearkombination der
Ubrigen Zeilen (Spalten) dargestellt werden kann.

5.
Der Wert einer Determinante andert sich nicht, wemeiner Zeile (Spalte) ein beliebiges
Vielfaches einer andern Zeile (Spalte) addiert wird

6.
Fur zwei beliebige n-reihige Matrizen A und B gi#ér Multiplikationssatz von Cauchy:
det(AB) = det A-det B

7.

Ist A eine Dreiecksmatrix dann ist ihre Determimagleich dem Produkt ihrer
Diagonalenelemente.

detA = a11a22 ann

Beispiele zu 4.

a)
1 -3 5
0 0 0[=0 der 2. Zeilenvektor ist der Nullvektor
-1 2 1
b)
1 2 -3 5
i 60 __91 125 =0 der 2. Zeilenvektor ist ein Vielfaches des 1. &ai¥lektors
-1 2 2 1
c
1 1 5=2-1+3-1
1 0 2=2-14+3:-0/=0
1 2 8=2-1+3-2

der 3. Spaltenvektor ist eine Linearkombination Hlasnd 2. Spaltenvektors
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Mit den sieben Eigenschaften und dem Entwicklurigssaibt sich eine weitere Moéglichkeit
Determinanten zu berechnen.

e die letzte Spalte mit (-1) und addiesie zu den Ubrigen Spalten

addiere die 1., 2. 3. Spalte zur letzten Spalterkalt man eine Dreiecksmatrix

Die Determinante ist das Produkt der Diagonalenetdgdet A = —3

Zeile wird das Doppelte der 4. Zeile addiert

Die Determinante wird nach der 1. Zeile entwickelt

Beispiele:
a)
0 1 1 1
_(1 0 1 1
A=11 1 0 1
M1 1 0
multipliziere die le
-1 0 O 1
0 -1 0 1
0 0 -1 1
1 1 1 0
-1 0 O 0
0 -1 0 0
0 0O -1 0
1 1 1 3
b)
2 2 0 O
_|14 1 -3 2
4] = 0 -1 2 1
1 -1 0 O
Zur 1.
4 0 0 O
_|14 1 -3 2
4] = 0 -1 2 1
1 -1 0 O
1 -3 2
Al =4-[-1 2 1
-1 0 O

Die dreireihige Determinante wird nach der 3. Zeitwickelt

-3 2
Al =4 D ]

=4-(—1)-(-3—4) = 28
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Ubungsaufgaben:
-1 -3 1 6
_| 3 1 4 5
Q) A=|1, 5 3 3
_ —2 -3 1 4
Tipp:

Addiere z.B. geeignete Vielfache der 1. Spalte e idbrigen Spalten so, dass dort Nullen
erscheinen.

2 -1 3 0
4 -2 7 o0
b) B=\_3 4 1 s
_ 6 —6 8 0
Tipp:
Entwickle nach der 4. Spalte
3 4 5 2
[0 0 8 1
©) C=11 2 0 1
3 4 2 0
1 2 1 2
(0o 1 2 3
d D={7 1 11
2 2 1 1
(2 -1 0 0 0 |
-12 -10 0

d F=lo 12 10
00 -12 -1
00 0 -12

LOsungen:
a)
addiere zur 2. Spalte das (-3)-fache der 1. Spdiktel. Spalte zur 3. und das (-6)-fache der

1. Spalte zur 4. Spalte und entwickle anschliessaictl der 1. Spalte
-1 0 0 O

-8 7 23

deta=|3, 78 7 Bl-—1.14 1 -9/=-10

2 3 -1 -8 3 -1 -8
b)
-30
C)
26 (nach der 2. Zeile entwickeln)
d)
0 (geeignete Vielfache der 3. Zeile zur 1. bzwedleZaddieren ergibt viele Nullen
€)

det B = 6 (Verallgemeinerung ?)
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Es existiert auch die folgende
explizite Formel zur Berechnung einer Determinante

detd = Z sgn(m) * Ay (1) * Aa7(2) - " Anr(n)

s
dabei ist Uber alle Permutationerer Zahlen 1, 2,....n zu summieren. Die Summe besteh
also aus n! Summanden.
sgn(m) ist + 1 fur eine gerade, -1 flr eine ungerade B&tion.
Bei den geraden Permutationen ist die Anzahl delsknde gerade, bei einer ungeraden
Permutation ist die Anzahl der Fehlstande ungerade.

Beispiele:

a)

Die Permutation:

(1 234
2413

b)

Die Permutation

(é i ?;1}) erfordert 5 Vertauschungen benachbarter Elemantesie in die natirliche

Reihenfolge zu bringen.
3421 - 3412-3142-1342-1324- 1234

) ist ungerade, denn es gibt 3 Fehlstande, namlieli 24 > 1, 4 > 3.

Beispiel:
zweireihige Matrix
_ (11 Q12N
“\ay; ay,) = %117 G2z = G217 Gy

2! Permutationen

1 2 aiq - Ay gerade Permutation sgl) =1
2 1 A, " Ay ungerade Permutation sgfR) = -1
det(A) = ayq * Az — 1" Ay

Bemerkung:
Damit steht fest, dass die Sarrus’sche Regel niialm = 3 gelten kann, denn sie wirde fir
n > 3 nur einen Teil der Permutationen umfassen.

4. Regulare Matrizen

Definition:

Eine n-reihige quadratische Matrix heisst reguid@nn ihre Determinante von 0 verschieden
ist.

Es kann gezeigt werden, dass eine regularen Mataxch umkehrbar ist, d.h. es gilt:

A-A"1 = A"1- A = E woE die Einheitsmatrix bedeutet.

Als Folgerung der Eigenschaft
det(AB) = det A-det B
gilt fir die Determinante der inversen Matrix

1
det(4™1) = )

Determinante_05 9.docx 09.05.2015



Die inverse Matrix kann nach dem Gauss-Algorithmdesr auch mit den bereits erwahnten
(n — 1)-reihigen Unterdeterminanter Dach dem folgenden Satz gebildet werden.

Satz:
Zu jeder regularen n-reihigen Matrix A existiernge eine inverse Matrix A

All Azl e w -Anl
Alz Azz e -Anz

A7 = ﬁk ; ; ; ) wobeidy, = (=1)"** - Dy,
Ay Ay o A

Die Elementd);;, entstehen aus dat, wenn die i —te Zeile und die k-te Spalte gek#ic
werden.

Es ist zu beachten, dass in der i-ten Zeile urehkSpalte nicht das Element sondern das
Element a steht.

Folgerung:

Sind die Elemente der Matrix A ganzzahlig und gét A = +1, dann sind auch die Elemente
der inversen Matrix ganzzahlig, womit das im KalpjMatrizen* Abschnitt ,Berechnung der
inversen Matrix* erwahnte ,Ratsel” gelost ist.

Beispiele:

a)

zweireihige Matrizen (bereits erwahnt in ,Matrizelbschnitt ,,Berechnung der inversen*
Matrix"“)

Az(a b) detA = ad — bc

c d
Die Unterdeterminanten sind in diesem einfacheh Fal
Di1=d Dio=c Di1=b D2=a

Mit diesen Elementen wird nach der Vorzeichenreggfolgende Matrix gebildet
d —c
(—b a )
Die Zeilen und Spalten werden vertauscht, die Matiso transponiert:
(% &)
—c . a’. . . -
Die Matrix ist noch durch die Determinante von Adividieren:
1 rd —b 1 d —b
_1 — —
:)1) _detA(—c a ) _ad—bc(—c a )

1 0-1
A=|_g4 1 | mtdetA=-1

-21 0
Die Unterdeterminanten ergeben sich zu
41 -8 1 -84
D11= =-1 D.2= l:z D_3:[ l:o
10 -20 -21
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Dn=V'W:1 I@:{l*lze QFllolzl

10 -2.0 -2 1

D= © —1] _4 Dm:[ I De=]| ! ol _
4 1 -8 1 -8 4

Mit diesen Elementen wird nach der Vorzeichenregefolgende Matrix gebildet
(-1 -2 0
-1 -2 -1
4 -(-7) 4
Diese Matrix ist zu transponieren, d.h. es sindefeiind Spalten zu vertauschen
[ -1 -14
-2 =27
0-14
Da die Determinante den Wert -1 hat sind alle El@aédieser Matrix noch durch (-1) zu
dividieren, d.h. sie wechseln das Vorzeichen.

11 -4
At=59 7
01 -4

Multipliziert man zur Kontrolle A mit A so erhalt man wie erwartet die Einheitsmalsi

11-41]1 0-1 100
A*A=|227|1-841 ]| =|o10
01-4||-210 001

5. Die Cramersche Regel

Ist die Koeffizientenmatrix A eines ¢nn)-Gleichungssystems regular, d.h. ist det @,
dann hat das SysteAx = b genau eine Losung. Multipliziert man diese Gleiduon links
mit Al so erhalt man

A~1(A%) = A'D

%=A"1bp

Berechnet man die inverse Matrix mit den Unterdeiteanten, so ergibt sich die folgende

Cramersche Regel

Ein lineares (< n)-Systemdx = b mit regularer KoeffizientenmatriX hat die eindeutig

bestimmte Losung
D;

¥ det(a)

dabei bedeutet;ldie Hilfsdeterminante die aus d&thervorgeht, indem man die i-te Spalte

durch die Absolutgliedencc, ...., G ersetzt.

i=012,..,n
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Beispiel:
324 -10
A=]2-11 =1 0
1 23 -5
det(4) = -5

~10 2 4
D,=|0 -1 1

w
|
[N
(@)
S

D2=

N
o
—_

=
[

U1

w

D3=

=N W
I
Jay
o

D; 20 _

v = D; 15 _
17 deta) -5

Dy 25 _ _ — —
5 x3_det(A) -5 3

—4 X2 = qet) . s

Das Gleichungssystem hat folglich die Losung:
x1=_4 x2=—5 x3=—3

Ubungsaufgabe:

Losung des linearen Gleichungssystems mit der Oisarien Regel:
X1 + 2x, =3
X1+ 7x, +4x3 =18

3x1 +13x, +4x3 =30

LOsung:

Das quadratische System ist fur eine regulére Koefitenmatrix eindeutig I6sbar.

1 2 0 3 2 0 1 3 0

1 7 4 18 7 4 1 18 4

3 13 4 30 13 4 3 30 4
1 2 3

1 7 18

3 13 30
x1=_3 x2=3 X3=0

detA = =-8 D, = =24 D, = =24

D3: :O

Bemerkung:
Die rechenaufwéndige Cramersche Regel ist in depii@ wichtig. Es wird nicht empfehlen,
sie bei konkreten Beispielen zu verwenden.
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6. LOsungsverhalten eins quadratischen linearen Glghungssystems

6.1. Inhomogenes SystemMx = b

Nach den Ausfihrungen im Abschnitt Gauss-Algoritsriat ein inhomogenes lineares
(n x n)-Systemdx = b nur dann lésbar, wenn die Koeffizientenmatkixind die erweiterte
Koeffizientenmatrix(4|b) den gleichen Rang haben:

Rg(A) = RgA|b) = r

1. Fall

detA # 0 & Aistregular & Rg(A) = RiA|l;) =n: 6.1.1
A% = b hat genau eine Losung.

2. Fall:

detA = 0 < Alst singulér

2.1 2.2

RgA) =RgA|b) =r <n Rg@A) # Ry(4|b) 6.1.2
A% = b hat unendlich viele Lésungen A% = b hat keine Losung

mit n — r Parametern

6.2. Homogenes Systedx = 0

1. Fall:

detA # 0 < Aistregular

A% = 0 hat genau eine Losung, namlich die trividle: 0 6.2.1
2. Fall:

detA =0 & Alst singular

A% = 0 hat neben der trivialen Losuiig= 0 6.2.2
unendlich viele Losungen mit n — r Parametern.

Beispiele:

Zu 6.1.1:
2x1 +3x, + 2x3 =2
—X1 — X — 2X3 =-5
3x1 + 5x, + 5x3 =3
Die KoeffizientenmatrixA des Gleichungssystems ist regular
2 3 2
-1 -1 -2
3 5 5
Mit dem Gauss-Algorithmus erhalt man die erweitéfterix

1 1 3 5
(0 1 -4 —8)
0 0 4 4

Und nach Riuckwartseinsetzen die Losupng=6, x, = —4, x3 =1

lA| = =4#0
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Zu 6.1.2:
X1 + Xy + X3 =1
—X1—2x, +x3 =2
X1 — Xy + 5x3 =0
Die KoeffizientenmatriXA des Gleichungssystems ist singular
1 1 1
Al =]-1 -2 1[{=0 damit ist Rg(A) < 3
1 -1 5

die erweiterte Matrix

1 1 1 1
(—1 -2 1 2)
1 -1 5 0

hat den Rang 3, denn sie hat eine von Null verdelnie Unterdeterminante

1 1 1
A=|-2 1 2|=-21%#0
-1 5 0

Das System ist unlésbar.
Dies ist auch mit dem Gaussalgorithmus zu erkennen

I 11 1

0-12 3

0 00 -7
Offensichtlich ist der Rang der Koeffizientenmatrix 2, der Rang der erweiterten Matrix
dagegenr = 3.

zu6.2.1
2xq1 +3x, + 2x5 =0
—X1 — Xy — 2X3 =0
3x1 + 5x, + 5x3 =0
Die KoeffizientenmatrixA des Gleichungssystems ist regular (vgl. 8.1.1)
2 3 2
Al=[-1 -1 —2|=4=#0
3 5 5
das System hat folglich nur die triviale Losung.
zZu6.2.2
2x1 + 5x, — 3x; =0
4x, — 4xy + x5 =0
4x, — 2x, =0
Die KoeffizientenmatrixA des homogenen Gleichungssystems ist singulér
2 5 =3
Al=[4 -4 1[=0
4 -2 0

Das homogene System hat also unendlich viele L@syrdje sich mit dem Gauss-
Algorithmus bestimmen lassen

2 5 -3 2x1 + 5x2 - 3x3 =0 2x1 =—5x2 + 3X3 =21
0-14 7 2X; = X3 =0 2x; = 47
0 0 0 0-x3 =0 X3 = 42

Die Losung hangt wegen n —r = 3 — 2 = 1 noch voare Parameter ab
x3=4‘/1, X =2/1, x1=/1
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Zusammenfassung:

Die folgenden Aussagen Uber einex(n)-Matrix sind &quivalent:

a) Die Gleichung des homogenen SystaXs= 0 hat die eindeutige Losurg= 0

b) Fur jeden beliebigen n-dimensionalen Spaltemrefi)(hat das inhomogene
Systemdx = b eine eindeutige Lsung.

c) Die Matrix A ist regular, das heisst es existibe inverse Matrix A.

d)detA # 0

e) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist digerEinheitsmatrix

f) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizeimrasiben.

7. Rangbestimmung einer Matrix mit Determinanten

Der Rang einer beliebigen (mn)-Matrix kann bekanntlich mit elementaren
Zeilenumformungen bestimmt werden.

Er kann aber auch - u.U. mit erheblichem Rechenandiv auch mit Unterdeterminanten
bestimmt gemé&ss der folgenden

Definition:

Unter dem Rang einer Matr& vom Typ (m, n) wird die héchste Ordnung r aller
von Null verschiedenen Unterdeterminanten $owerstanden

Rg(A) =r

Spezialfall:
Bei einer regularen Matrix ist RgJ gleich bedeutend mit detAO:
Rg(A) =n o det(4) # 0

Beispiel:

1 1 1 0
A=<2 -1 1 3)

1 -2 0 3
Der Rang der Matrix A kann héchstens 3 sein.
1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1
-1 1 3|1=12 1 3[=|2 -1 3|=1|2 -1 1[=0
-2 0 3 1 0 3 1 -2 3 1 -2 0

Da alle dreireihigen Determinanten verschwindenpkader Rang hdchstens 2 sein.

Da die zweireihige Unterdeterminante

|1 3| _ 3

0 31

nicht verschwindet, hat die Matr& den Rang r = 2.
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Kontrolle:
Die Matrix kann mit elementaren Zeilenumformungehdie folgende Form gebracht
werden:

1 1 10

0-3-13

0 0 00

Der Rang r ist gleich der Anzahl der linear unalgigen Zeilenvektoren oder der Anzahl der
fihrenden Einsen, also r = 2.

Ubungsaufgabe:
Rangbestimmung mit Unterdeterminanten:

10 -2
(21 4
A=15 3 14

7 2 2

=

LOsung:
Die Matrix hat 4 Zeilen, aber nur 3 Spalten. DengR&ann damit hdchstens 3 sein. Zwar
verschwinden alle dreireihigen Determinanten. Razveireihige Unterdeterminante

1 0| _ .
|2 1|—1qt0|stderRangz.
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